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Punto della situazione

Abbiamo imparato I concetti fondamentali di complessita (temporale
0 spaziale) di un algoritmo, e quelli di delimitazione superiore (upper
bound) e inferiore (lower bound) alla complessita (temporale o
spaziale) di un problema

Ad esempio, 1’algoritmo di di un elemento in un
di n elementi ha complessita temporale T(n) =
O(n), In quanto su alcune istanze costa ®(n), mentre su altre costa
o(n). Ne consegue che I’upper bound al problema della ricerca di un
elemento in un insieme non ordinato di n elementi e pari a O(n)

Invece, Il lower bound temporale del problema della ricerca di un
elemento in un di n elementi e pari a Q(n):
Infatti, ogni algoritmo di risoluzione deve per forza di cose guardare
tutti gli element1 dell’insieme per decidere se 1’elemento cercato
appartiene o meno ad esso! Quindi, I’algoritmo di

e ottimo!

Invece, I’algoritmo di di un elemento in un
di n elementi ha complessita temporale T(n) = O(log n).
Vedremo piu avanti che anche questo algoritmo e ottimo.
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Ricerca binaria in forma ricorsiva

[’algoritmo d1 ricerca binaria puo essere riscritto
ricorsivamente come:

algoritmo ricercaBinariaRic(array L, elemento x) — booleano
n <« lunghezza di L
if (7 = 0 ) then return non trovato

i — [n/2]
if ( L[i] = 2 ) then return trovato
else if ( L[i] > x ) then return ricercaBinariaRic(L[1;i— 1],7)

else return ricercaBinariaRic(L|i 4+ 1;n],r)

Come analizzarlo?
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Equazioni di ricorrenza

[l tempo di1 esecuzione dell’algoritmo puo essere
descritto tramite 1’equazione di ricorrenza:

+ 1 >
Tan) < T( (n-1)121]) sen>1
L se n=0
dove e 1l costo (costante) che viene speso

all’1nterno di ogni chiamata ricorsiva (s1 noti che

utilizzo 1l simbolo < perche 1’algoritmo puo

terminare in una qualsiasi chiamata ricorsiva).
Mostreremo tre metodi per risolvere equazioni di
ricorrenza: iterazione, sostituzione, e teorema Master
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Metodo dell’iterazione

|ldea: ““srotolare” la ricorsione, ottenendo una
sommatoria dipendente solo dalla dimensione n del
problema iniziale (gia visto per Fibonacci6)

Nel caso della ricerca binaria, semplificando
leggermente la relazione di ricorrenza a T(n) <
O(1) + T(n/2):
T(n) <O(l) + T(n/2) < O(1)+ (O(1) + T(n/4)) <
B < O(1)+ (O()+ + )< ...
< (1.4 O(1)) + T(/2) =i-6(1) + T(0/2)

Per 1= |_10g nl+1: T(n) <6O(1) ©(og n) + T(0) = BO(log n)
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Esercizi di approfondimento

Risolvere usando 1l metodo dell’iterazione le
seguenti equazioni di ricorrenza:

e T(N)=n+T(n-1), T(1)=1;

e TN)=9T(n/3) +n, T(1)=1;
(soluzione sul libro di testo: Esempio 2.4)
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Metodo della sostituzione

ldea: “indovinare” una soluzione, ed usare
I’1nduzione matematica per provare che la
soluzione dell’equazione di ricorrenza ¢
effettivamente quella intuita

Esempio: T(n) =n + T(n/2), T(1)=1
Ipotizziamo che la soluzione sia T(n)<c-n per
una costante ¢ opportuna, € verifichiamolo:

* Passo base: T(1)=1<c-1perognic>1 OK

 Passo induttivo: T(n)=n + T(n/2) <n+tc:(n/2) = (¢/2+1)n
Ma (¢/2+1)n<cn perc>2, quindi T(n) <c'n per c>2
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Teorema Master

Permette di analizzare algoritmi basati sulla tecnica del divide et

impera.

- dividi 1l problema (d1 dimensione iniziale n) in a>1
sottoproblemi1 di dimensione n/b, b>1

- r1solv1 1 sottoproblemi ricorsivamente

- ricombina le soluzioni

Sia f(n) 1l tempo speso nella chiamata ricorsiva (escluse le
sottochiamate ricorsive), incluso quindi 1l tempo per dividere e
ricombinare 1stanze di dimensione n. La relazione di ricorrenza ¢
data da:

/ aT(n/b)+1{(n) sen>1

_— i O(1) se n=1
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Esempio: algoritmo £ibonacci6

algoritmo fibonaccié6(interon) — intero
A i ( 11 )
1 0
M < potenzaDiMatrice(4,n— 1)
return M|[1][1]

funzione potenzaDiMatrice(matrice A, intero k) — matrice
1 0
A

if (k <1)then M — (

else M «— potenzaDiMatrice(A4, |k/2])
M~M-M

if (k& dispari ) then M « M - A

return M

a=1, b=2, f(n)=0(1)
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Esempio: algoritmo di ricerca binaria

algoritmo ricercaBinariaRic(array L, elemento x) — booleano
n <« lunghezza di L
if (n = 0 ) then return non trovato

i — [n/2]
if ( L[i] = ) then return trovato
else if ( L[i] > x ) then return ricercaBinariaRic(L[1;i— 1],7)

else return ricercaBinariaRic(L|i+ 1;nl,z)

a=1, b=2, f(n)=0(1)
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Algoritmo £ibonacci2

algoritmo fibonacci2(intero n) — Intero
If (n<2) then return 1

else return fibonacci2(n-1) +
fibonacci2(n-2)

Ricorsivo? Si

Divide et impera?

No, perché la dimensione dei sottoproblemi e
®(n), e non ®(n/b) con b>1
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Teorema Master (o0 teorema principale)
La relazione di ricorrenza:

/ aT(n/b)+1(n) sen>1

T 1 o) se n=1

ha soluzione:
1. T(n) = O(n'°%?) se f(n)=0(n!°82-¢) per qualche £>0

2. T(n) = O(n'°%2log n) se f(n) = O(n'°%2)
3. T(n) = O(f(n)) se f(n)=Q(n'°%**¢) per qualche £>0

(ma sotto 1’ulteriore 1potesi che f(n) soddisti la condizione di regolarita:
a f(n/b)< c f(n) per qualche c<I ed n sufficientemente grande)
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Dimostrazione del caso 1

Albero della ricorsione
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Proprieta dell’albero della ricorsione

Proprieta 1: il numero di nodi a livello i dell’albero della
ricorsione € a' (ricorda che la radice ¢ a livello 0)

Proprieta 2: i sottoproblemi a livello 1 dell’albero della
ricorsione hanno dimensione n/b!

Proprieta 3: il contributo al tempo di esecuzione di un
nodo a livello I (escluso tempo sottochiamate ricorsive,
che vengono conteggiate esplicitamente) & f(n/b")

Proprieta 4: il numero di livelli dell’albero ¢ (circa) log, n

log, n

T(n)=2% a' f(n/b')
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.quindi, nel caso 1
f (n) = O(n 082 -€)
O> i f(n/bi) = O( ai (n/bi) &R &)= |
=O(nlogba-a(abE/blogba)l) —
=O(nlogba-8(b8)i )

Tm) = 2 0(n"& 208 )=0(n " °T (b%)')

i=0,...,log ,n »logyn

-0 nlogba—g b* Iogbn+1)_1 -0 nlogba—a b’n® -1
b* —1 b* —1

=O(nlogba-a(na))=O(nlogba)

Inoltre, T(n)> al°%" (ultimo termine sommatoria slide precedente)
= Dlogplaloen) = plogpn-logya = plogya cjpe T(n)=Q(n'°eb?) da cui la tesi.
I casi 2 e 3 possono essere mostrati in modo analogo. QED
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Esempi (per tutti assumiamo T(1)=0(1))
1) T(n) =2T(n/2) +n
a=2, =2, f(n)=n=0(n'°%:2) W caso 2 TM
» T(n)=0(n"°%?log n) = ©(n log n)
2) T(n) = 3T(n/9) + 7
a=3, b=9, f(n)=7=0(n1°g:3 -¢) W caso 1 TM
B T(n) =0(n"°®°)=0(n)
3) T(n)=3T(n/9) +n
a=3, b=9, f(n)=n=Q(nlog,3 +¢)

inoltre 3(n/9)<cn per
B caso 3del TM B T(n)=O(n)
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Esempi

4) T(n) =2T(n/2)+n log n
a=2, b=2 e quindi ovviamente non ricade nel caso 1 perche
f(n)=n log n # O(n °&*¢) = O(n %)
inoltre f(n) £ @ (n '°%?), e quindi non ricade nel caso 2,
infine non esiste alcun & > 0 per cui f(n)=Q(n'°%&**)=0(n'+)

(infatti, ([ RACLIBC-LINY ner ogni e > 0 )

1+¢ &

n n

non rientra nemmeno nel caso 3 e quindi
non s1 puo applicare 1l teorema Master!
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Esempi

5) T(n) = 3T(n/3)+n/log*n
a=3, b=3 e quindi non ricade nel caso 2 perché
f(n)= n/log*n # ®(n°#’) = O(n)
Inoltre ovviamente non rientra nel caso 3 perche
f(n) # Q(n'*)
infine non esiste alcun & > 0 per cui f(n)=0(n'°%"#)=0(n'-)

(Infatt, ke perognie >0)

non rientra nemmeno nel caso 1 e quindi
non s1 puo applicare 1l teorema Master!
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